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KATA PENGANTAR

Suatu hal biasa jika terdengar ungkapan bahwa mata kuliah aljabar linear dan matriks
adalah mata kuliah yang sulit. Ungkapan ini tidak selamanya benar karena mata kuliah
ini justru dapat menjadi mata kuliah yang mudah, menarik, serta menantang kreativitas
berpikir. Sulitnya mata kuliah ini sebenarnya disebabkan oleh beberapa faktor, di antaranya
cara penyajian. Cara penyajian baik secara lisan maupun tulisan, sangat berpengaruh terhadap
mudah atau tidaknya mata kuliah ini diserap.

Belajar aljabar linear dan matriks bukanlah beban yang harus dipikul mahasiswa,
terutama untuk menghafal rumus-rumusnya. Namun, belajar aljabar linear dan matriks lebih
ditekankan pada pemahaman konsep-konsep, kelancaran berprosedur dan penalaran adaptif.

Berdasarkan hal tersebut, penulis mencoba mewujudkan pemikiran tentang konsep
penyajian mata kuliah aljabar linear dan matriks yang mudah dan terarah dalam diktat mata
kuliah aljabar linear dan matriks untuk mahasiswa. Dengan demikian, diharapkan
mahasiswa dapat dengan mudah mempelajari dan menjadikan mata kuliah ini sebagai
salah satu mata kuliah favorit. Untuk mencapai tujuan ini, penulis menyajikan pelajaran
secara komunikatif yang mengacu pada fenomena mutakhir dan keseharian mahasiswa.
Materi pelajaran tersaji dengan bahasa yang sederhana dan dimulai dari materi yang mudah
hingga materi yang sulit. Tentu saja materi pelajaran disertai dengan contoh-contoh soal yang
disertai dengan penyelesaiannya dan tugas-tugas.

Materi perkuliahan dalam diktat ini merupakan materi dasar yang akan berguna. Oleh
karena itu, mahasiswa hendaknya benar-benar cermat mempelajarinya karena merupakan
kunci untuk mempermudah mempelajari mata kuliah selanjutnya. Jadi, persiapkanlah diri
sebaik mungkin dan buanglah perasaan bahwa mata kuliah aljabar linear dan matriks adalah
mata kuliah yang sulit.

Akhir kata, penulis berharap diktat ini benar-benar berguna sebagai pemandu

mempelajari mata kuliah ini secara mudah. Selamat belajar dan semoga berhasil.

Sorong,  September 2020

Penyusun,
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BAB |
MATRIKS

1.1 Pengertian Matriks

Banyak informasi yang sering disajikan dalam bentuk tabel, diantaranya
klasemen sementara dari kejuaraan, data rekening telepon, data tagihan listrik, data
tabungan, data harga penjualan barang, data absensi siswa dan lain-lain. Sebagai

ilustrasi awal untuk memahami pengertian matriks, pelajari uraian berikut.

Diketahui data kunjungan wisatawan, baik domestik maupun asing di suatu
objek wisata selama empat bulan berturut-turut, disajikan dalam tabel berikut (dalam

ribuan).

Tabel 1.1. Jumlah kunjungan wisatawan domestik dan asing

Bulan
Wisatawan I 1 i v
Domestik 7 6 8 6
Asing 1 2 1 3

Berdasarkan tabel 1.1, anda pasti memperhatikan setiap keterangan yang ada
yang terkait dengan jumlah wisatawan domestik maupun asing dalam bentuk angka
yang tertera pada tabel yang disusun letaknya berdasarkan baris dan kolom. Tabel
yang baru anda baca dapat disederhanakan dengan menghilangkan keterangan-
keterangan yang terdapat pada tabel dan mengganti tabel dengan tanda kurung

seperti harikut ini.



Kini data yang telah diubah bentuknya hanya terdiri atas bilangan-bilangan
yang disusun menurut baris dan kolom. Bentuk baru seperti inilah yang dinamakan
sebagai matriks. Jadi matriks merupakan kumpulan bilangan yang tersusun
menurut baris dan kolom sedemikian sehingga tampak seperti bentuk sebuah
persegi panjang atau bujur sangkar.

Sebuah matriks memuat tanda kurung sebagai pembatas. Tanda kurung yang
digunakan dapat berupa tanda kurung biasa ataupun tanda kurung siku. Pada
umumnya matriks diberi nama dengan memakai huruf kapital seperti A, B, C.
Bilangan-bilangan yang menyusun sebuah matriks dinamakan unsur atau anggota
dari matriks tersebut dan dinotasikan dengan huruf kecil berindeks yang menyatakan
letak dari unsur tersebut dalam matriks (baris dan kolom). Perhatikan kembali
matriks pada uraian sebelumnya. Misalkan matriks tersebut adalah matriks A maka:

[A]:’;'686J

2 1 3

Pada matriks A, yang dimaksud dengan a.- adalah unsur dari matriks A yang
berada pada baris kedua dan kolom ketiga, yaitu 1. Jika kita perhatikan, matriks A
terdiri atas 2 buah baris dan 4 buah kolom. Banyaknya baris dan kolom yang
menyusun sebuah matriks dinamakan sebagai ordo atau ukuran matriks. Sehingga

matriks A disebut sebagai matriks berordo atau berukuran 2 x 4.

Secara umum, matriks dengan m baris dan n kolom dapat disajikan sebagai
berikut.

['511: @z @3 . . ﬂmw —> Barkl
24 gz g3 . - Qzp —  Baris?2
(i gz s - tan ——3p Baris3
[A] = s : 3 .
Gy @mz Qmy | Dmnd . Barism
kim 1 kim 3

kimn



Masing-masif n-triple  hoisontal sepedi: [a;;, a2, @y3 oo > ynls
[a;,, azz, Gz3. .....- v Ggnly [Bgyefigpe By e o By oo dan
Dt Gl o s+ - , @.q . disebut baris inatriks, sedangkan ~ m-triple vertical
Seperti:
g S F [ 3 Qin
Q21 Q22 Q23 Qzn
3y i3z tiyz than
Ly lj -y 'a.rrr.'-lj "']"nu"-tJ

disebut kolom-kolom matriks.

Secara sederhana, matriks di atas ditulis [A] = [a;]. Matriks di atas
mempunyai m buah baris dan n buah kolom, dikatakan ukuran matriks tersebut

adalah (m x n). Apabila m = n, maka matriks itu disebut matriks bujur sangkar.
Contoh:

Diketahui matriks:

_[2 -4 3
[B] = 5 1 —zJ
Tentukan:

a. ordo [B].

b. b12 dan b23.
c. banyaknya elemen pada [B].

Jawab:
a. Ordo dari [B] adalah 2 x 3 karena [B] terdiri dari 2 baris dan 3 kolom.
b. by, artinya unsur [B] yang terletak pada baris ke-1 dan kolom ke-2 sehingga

b12 =—4,
b,s artinya unsur [B] yang terletak pada baris ke-2 dan kolom ke-3 sehingga
b23 =-2.

c. [B] memiliki 6 elemen yaitu 2, — 4, 3, 5, 1 dan — 2.



1.2 Jenis-Jenis Matriks Khusus

Agar anda lebih memahami mengenai jenis matriks tersebut perhatikan uraian

materi berikut.

a. Matriks Nol
Matriks nol ialah matriks yang semua elemennya bernilai nol.
Contoh:

DOJ [C]=[0 0 0 0]

[A]:h} 0 5 ¢ OJ‘

[B] = [n 0 0

Semua unsur pada [A], [B], dan [C] adalah angka O, sehingga disebut
sebagai matriks nol.

Sifat-sifat matriks nol :
a. [A] +[0] = [A] bila ukuran [A] = ukuran [0]
b. [A][O] = [O]; [O][A] = [O] kalau syarat-syarat perkalian terpenuhi

b. Matriks Baris

Matriks baris adalah matriks yang hanya terdiri atas satu baris saja.
Contoh:

[D] = [-3 2] [El =[5 0 2] [FI =[3 4 -5 2]

[D] berordo 1 x 2, [E] berordo 1 x 3, dan [F] berordo 1 x 4. [D], [E],
dan [F] di atas hanya memiliki satu baris saja sehingga disebut sebagai

matriks baris.

¢. Matriks Kolom

Matriks kolom adalah matriks yang hanya terdiri atas satu kolom saja.
Contoh:



o = [ %) [H] =

-4
2 K
R
3 _‘3

[G] berordo 2 x 1, [H] berordo 3 x 1, dan [I] berordo 4 x 1. [G], [H], dan
[1] di atas hanya memiliki satu kolom saja sehingga disebut sebagai matriks

kolom.

. Matriks Persegi atau Matriks Bujur Sangkar
Matriks persegi atau matriks bujur sangkar adalah matriks yang banyak

barisnya sama dengan banyak kolomnya.

Cont h:
O -
7 2 10
[0] = ; [K]=13 8 4
0 -3 1

[J] berordo 2 x 2 dan [K] berordo 3 x 3.
Karena [J] dan [K] banyak barisnya sama dengan banyak kolomnya, maka
[J]dan [K] disebut sebagai matriks persegi atau matriks bujur sangkar.

. Matriks Segitiga Atas

Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen di
bawah diagonal utamanya sama dengan 0. Dengan perkataan lain [A] adalah

matriks segitiga atas bila a;; = 0 untuk i > j.

Contoh:
-2 10 5 _DE 180 _522
[L]=1]0 8 4 [M] =
0 0 1 0 o0 3 1
0 O 0 2
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f. Matriks Segitiga Bawah

Matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen
diatas diagonal utamanya sama dengan 0. Dengan perkataan lain [A] adalah

matriks segitiga atas bila a;; =0 untuk i<j.

Contoh;
> 0 0 -2 0 0 0
INl=|3 8 o o=|+ 800
s o1 1 3 6 30
-2 3 9 2

g. Matriks Diagonal
Matriks diagonal adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen di luar
diagonal utamanya sama dengan nol. Dengan perkataan lain [A] adalah

matriks diagonal bila a;; =0 untuk i # J.

Contoh :
oo
[Pl=]10 8 0 [Q] =
0 o0 1 0 0 3 0
0O 0 2

h. Matriks lIdentitas

Matriks identitas adalah matriks diagomal yang elemen-elemen diagonal
utamanya sama dengan 1, dengan perkataan lain [A] adalah matriks
identitas bila @;; =1 untuk i = j, dan a;; # 0 bila i # j. Matriks identitas biasa
ditulis [1].

Contoh :
210 0
=10 1 0 [ =
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1
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Sifat matriks identitas adalah seperti bilangan 1 (satu) dalam operasi-operasi
dengan bilangan biasa, yaitu :

[A] [1] =[1] [A] =[A] (bila syarat-syarat perkalian terpenuhi).

i. Matriks Skalar

Matriks skalar ialah matriks diagonal dengan semua elemen diagonal
utamanya sama dengan k. Matriks | adalah bentuk khusus dari matriks
skalar, dengan k =1

Contoh :
400 B o2 0 o
[T]=10 4 0 [U] =
0 0 4 0o 0 -2 0
0 0 0 -2
4 0 O
0 4 0| adalah matriks skalar, dapat dituliskan pula sebagai 4[1] =
0 0 4

i. Matrik Invers

Kalau [A] dan [B] matriks-matriks bujur sangkar berordo m x n dan berlaku
[A][B] = [B][A] = [I] maka dikatakan [B] invers dari [A] dan ditulis [B] =
[A™], sebaliknya [A] adalah invers dari [B], dan ditulis [A] = [B™]
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Contoh:
1 2 3 6 -2 -3
[A]=|1 3 3 Mempunyai [AY]=|-1 1 0
1 2 4 -1 0 1
1 0 0
Karena [A][AY] = [AY[A]=10 1 0
0 0 1

. Matriks Simetris
Matriks simetris adalah matriks bujur sangkar yang transposenya sama

dengan dirinya sendiri. Dengan perkataan lain bila [A] = [AT] ataua;; = a

untuk semua i dan j.
Cont h -

1 2 0 12 0
2 3 1 din [AT] =12 3 1

01 1

[Al =

Karena [A] = [AT] maka [A] adalah matriks simetris.

. Matriks Antisimetris

Matriks antisimetris adalah matriks yang transpcséenya adalah negatifnya.

Dengan perkataan lain bila [AT] = -[A] atau @i; = - a;; untuk semua i dan j.
Mudah dipahami bahwa semua elemen diagonal utama matriks antisimetris

adalah=0

Contoh :
0 -1 -2 4 0 1 2 -4
_113 0 3 -5 m_|-1 0 -3 5| _;,
[Al = 2 -3 0 1/ [AT= _ 3 0 1 Al
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m. Matriks Komutatif

Kalau [A] dan [B] adalah matriks bujur sangkar dan berlaku [A][B] =
[B][A], maka [A] dan [B] dikatakan berkomutatif satu sama lain. Jelas
bahwa setiap matriks bujur sangkar berkomutatif dengan [I] (yang

ukurannya sama) dan dengan inversnya (bila ada).
Kalau [A][B] = -[B][A], dikatakan antikomutatif.

Cont h:

[A] = ﬁ é] dan [B]= ﬁ ﬂ dikatakan berkomotatif karena

1] 3 1]_[?

5
o 11 3 7] . sedangkan

[AlB] = |4

10 Rl | R I

TUGAS 1.

Diskusikan dengan teman anda.
1. Apakah matriks persegi merupakan matriks diagonal?, berikan alasannya.

2. Apakah matriks diagonal merupakan matriks persegi?, berikan alasannya.

1.3 Kesamaan Dua Matriks

Dalam matriks dikenal adanya kesamaan dua matriks yang didefinisikan
sebagai berikut. Dua matriks dikatakan sama jika ordo yang dimiliki keduanya sama,

dan elemen-elemen yang bersesuaian (seletak) sama.

Cantoh:

Diketahui matriks-matriks sebagai berikut:
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W= o E=g 3. @@= o= 2

Tentukan apakah:

a. [A] = [B],

b. [A] = [C],

c. [A] = [D].
Jawab:

a. [A] #[B] karena ordo [A] tidak sama dengan ordo [B].

b. [A] = [C] karena ordo [A] sama dengan ordo [C] dan elemen-elemen yang
bersesuaian pada [A] sama dengan elemen-elemen pada [C].

c. [A] # [D] karena ordo [A] memang sama dengan ordo [D] tetapi elemen-

elemen yang bersesuaian pada kedua matriks tersebut ada yang tidak sama,

yaitu e, # dya.
Contoh

Diketahui persamaan matriks:

x+y 2x+w dan [B]:F, SJ

[A]:x—y Z—W 1 4

Apabila [A] = [B] maka tentukan nilai x, y, z dan w.

Jawab:
[A] = [B]
by 2x+w] s {3 SJ
xX—y zZ—Ww 28 1 4

maka persamaan di atas dapat ditulis menjadi 4 buah persamaan:

X+y =3, 2X+w =5
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X-y =1, Z-w =4

dan bila diselesaikan menghasilkanx =2,y =1,z =3 danw = -1.

1.4 Operasi Aljabar Pada Matriks

Pada sub bab sebelumnya, telah dipelajari mengenai pengertian, jenis-jenis dan
kesamaan dari suatu matriks. Pelajaran selanjutnya pada sub bab ini adalah operasi
aljabar pada matriks. Jadi sama seperti pada bilangan, pada matriks pun berlaku sifat-

sifat operasi aljabar.
a. Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Dua buah matriks dapat dijumlahkan atau dikurangkan apabila ordo dari
kedua matriks tersebut sama. Operasi penjumlahan dan pengurangan pada
matriks dilakukan dengan cara menjumlahkan atau mengurangkan elemen-

elemen yang bersesuaian (seletak).

Jika [A] = (a;) dan [B] = (bjj) matriks-matriks berukuran sama, maka [A] +
[B] adalah suatu matriks [C] = (c;;) dimana cjj = a;; + bj;, untuk setiap i dan j.
atau [A] + [B] = (ajj + by)

Contoh:
1.
Diketah 1wui:
wepy o EoR
Maka:
m+m=ly o)+ [} 3-Giy 233 = 5
m-m=[y ol -7 3= 223 - [
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2. Diketahui:
5 1 _[3 -5 1 _[—3 4
[A1=1">, oJ‘ BI=]5 _5 _3J~ [C]—{2 1]
Maka:

A+e1=[2 2

[A] - [B] pada [A] dan [B] tidak dapat dilakukan operasi pengurangan
atau penjumlahan karena ordo matriks [A] tidak sama

dengan ordo [B].

TUGAS 2.

Diskusikan dengan teman anda.

2 5

8> 7 10]

O Y I LG P

Hitung:
a. [A] +[B]
b. [B] + [A]

. [Al-[B]
d. [B] - [A]

()

D

. [BI+[C]

—h

{[A] + [B]} + [C]
. [Al +{[B] + [C]}

«©«

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?
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b. Perkalian Skalar Terhadap Matriks

Jika [A] adalah suatu matriks dan k adalah bilangan riil maka k [A] adalah
matriks baru yang elemen-elemennya diperoleh dari hasil perkalian k

dengan setiap elemen pada matriks [A].

Contoh;
Diketahui:

e=l; = .

2 -3
Maka:
3[B] :3E :52 —13] = gg §jZ§ 3.3f3J i lg _—165 —39J

Y [B] = 1/25 =5 1J = [3/2 -5/2  1/2

-2 -3 1 -1 =3/2

TUGAS 3.

Diskusikan denpan teman anda.

[A]:[}l- ;J IB]:E EJ p=2 dan gq=3

Hitung:

a. (p+q)[A]b.
P[A] +a[A] c.
P{[A] + [B]} d.
p[A] + p[B] e.
p{alAl}

f. {pa}A]

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?



c. Perkalian Matriks

Pada perkalian [A][B], dimana [A] kita sebut sebagai matriks pertama dan

[B] kita sebut sebagai matriks kedua.

Syarat perkalian matriks adalah banyaknya kolom matriks pertama sama

dengan banyaknya baris matriks kedua.

Elemen-elemen pada [A][B] diperoleh dari penjumlahan hasil kali elemen

baris pada [A] dengan elemen kolom pada [B].

Definisi:

Pandangan [A] = (a;) berukuran (p x q) dan [B] = (bj) berukuran (g x r).

Maka perkalian [A][B] adalah suatu [C] = (c;;) berukuran (p x r) dimana:

Cij = aithyj + aighyy +

untuk setiapi=1,2,3,...,p dan j=1,2,3,....,T.

Sebagai contoh diberikan [ A] dan [B] sebagai berikut:

fdyq 43
dz adz;
[A] =
Qp1  Up2
1y
az
Maka [A] [B] = |
Ay
19
£z

Eﬂl

EF-‘J_

dan
Qg [P1a
Qzq bg
@pg] "By
Cyp
Cap
c

b'l. 1 h'l.z
[B] - b-‘f:l 'hf.r.'
by by
'hl 2 hlr
bzz bEr
by . B
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Dimana:

c11 = elemen baris pertama dan kolom pertama dari perkalian [A] dengan

[B].

semua elemen baris pertama [A] dikalikan dengan semua elemen

Kolom pertama [B].

c12 = elemen baris pertama dan kolom kedua dari perkalian [A] dengan [B]

semua elemen baris pertama [A] dikalikan dengan semua elemen
kolom kedua [B].

b,
b,

&
a
i i

[@11 @12 - ﬂiq]

|
(]
R
'_;‘"
I
...I,_
i}
I
o
[
i
+
+
'_I:l
E
o
£
2

cir = elemen baris pertama dan kolom ke-r dari perkalian [A] dengan [B].

semua elemen baris pertama [A] dikalikan dengan semua elemen
Kolom ke-r [B].



Schingga dengan Cara yang Sama, maka:

":21 —— ﬂ‘21ﬂ'[1 — ﬂ_xzﬂzl + .. .. + azqhq]
sz — (121[?1;_ + azzbzz + ...... + aquqz
Cop = Apybyyp + @yzbaye + o + az by
Cp1 = Qb + aGpabyy + ... + apqbg,
Epz = ﬂ-p]btg + ﬂpzbzz T i e + ﬂ]-_qb"a
E;”. = ﬂ'p]hlrl + ﬂ'pzhzrl + ...... + aﬂqhq’l
Cont sh
ahui:
Diket
2 3 2 _ 1 o
B [—4 3 Q=17 3 dan[RI= 1, _,
P1="" 3.
Tentukan:
a. [P1[Q]
b. [Q] [P]
c. [PI[R]
d. [R][P]
Jawab: 2J [ 2343.-1 22432
|—4.3+5.—1 —4.2+5.2

a P11 = [ 2, 3] [ 7

- 6-3 446
~12-5 —8+10

Y
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T T | A I AR

—4 51 le2-8 —3+10
- [:12{) 1?6]
e iR =[5 2 5 5155 oo it
_ 14 -6 —11]
16 —-10 -11

d. [R][P] = tidak ada karena banyaknya kolom pada [R] tidak sama dengan
banyaknya baris pada [P].

TUGAS 4.

Diskusikan dengan temar .
[A]:Br EJ (B] = [—1:{ i] dan [C]= _32 ;J
Hitung:

a. [A] [B]dan [B] [A]

b. {[AI[BI}[C] dan [AK[BIIC]}

c. [AKIBI + [C]} dan [A][B] + [A]IC]

d. {[A] + [B]}C] dan [A]J[C] + [B][C]

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?
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d. Perpangkatan Matriks Persegi

Sifat perpangkatan pada matriks, sama halnya seperti sifat perpangkatan
pada bilangan-bilangan.

Untuk setiap bilangan riil (a), berlaku:
a=axa
a®=axaxa

dst

Pada matriks persegi juga berlaku hal yang sama seperti:
[AT” = [Al[A]

[A]® = [AI[AT[A] =[A]*[A] = [Al[AF

dst

Contoh:

Diketahui:
-1 1

[B]_[z OJ'

Tentukan:
a. [BY

b. [B]®

Jawab:

oreme-[ ) <15

2 0oLz 0
> o[ 1% 517 3
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=erE=2, S5 o[ 2

1.5 Transpose Matriks

17 Oy 3
Azy @z WGy3|. Setiap baris dari [A] dapat
flyy gy fya)

Dalam sebuah [A] dimana [A] =

diubah menjadi kolom dan juga sebaliknya setiap kolom dari [A] menjadi baris dari

suatu matriks vang baru misalnya [B], maka [B] disebut transpose dari [A], ditulis:

1y @zy O3
[B] = [A]T = |81z Gz Q3
13 Hpz  dya)
Cantoh:
Diketahui:

S A I N

Tentukan:
a. [A]"
b. [B]"
Jawab:
T_[5 3
a A" = [ 2, 1]
2 5
b. [B]" = |—4 1}
3 -2
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Beberapa sifat matriks transpose vaitu:

a.

b.

C.

d.

{[Al+[B]}' = [A]'+[B]
{AI'} = [A]
K[A]" = [KA]

{[AIBI}" = [B]" [A]"

1.6 Transformasi atau Operasi Elementer Pada Baris dan Kolom Suatu
Matriks

Yang dimaksud dengan transformasi atau operasi elementer pada baris dan

kolom suatu matriks adalah sebagai berikut:

a.

Penukaran tempat baris ke-i dan baris ke-j dari [A]. Atau baris ke-i
dijadikan baris ke-j dan baris ke-j dijadikan baris ke-1 dari [A].
Ditulis : Hij [A]

Penukaran tempat kolom ke-i dan kolom ke-j dari [A]. Atau kolom ke-i
dijadikan kolom ke-j dan baris ke-j dijadikan baris ke-1 dari [A].
Ditulis : Kjj [A]

Memperkalikan baris ke-i dari [A] dengan skalar A = 0.
Ditulis : Hi® [A]

. Memperkalikan kolom ke-i dari [A] dengan skalar A = 0.

Ditulis : Ki® [A]

Menambah baris ke-i dengan A kali baris ke-j dari [B].
Ditulis : H;“[B]

Menambah kolom ke-i dengan A kali kolom ke-j dari [B].
Ditulis : K;*¥[B]
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g. Menambah A; kali baris ke-i dengan A kali baris ke-j dari [A].

Ditulis : H;*Y;09 [A]

h. Menambah ; kali kolom ke-i dengan A, kali kolom ke-j dari [A].

Ditulis : K;*Y;09 [A]

Contoh:
Diketahui:
3 1 4
[Al=]2 1 1 dan
3 0 1
Maka:
31 4
a. Hx[A]l=13 0 1‘
2 1 1
4 1 3
b. Kp[Al=f1 1 2
1 0 3
1
c. H,@[A]l=|-4 -2
3 0
3 1 8
d K@P[Al=]2 1 2‘
3 0 2

1= [5

dan

dan

-1 5

7

HalB] = [ —11 ZJ
Kzs [B] = L] ? 11J

S H1(1/2)[B]: [1 —-1/2 5/2J

dan

0 1 7

<“e= [ 7l
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e. Ha®W[A]=[2 1 1 dan Hys P [A]=|-1 1 0
6 1 5 3 0 1
3 -7 4
f. K23<-2) [Al=(2 -1 1‘ ddn K21(2) [B] = [2 3 SJ
01 7
3 -2 1
3 1 4
9 HPMAI=]7 2 3
30 1
3 14 4
h. KPP[Al=[2 5 1‘
3 3 1

Misalnya kita telah mengetahui [B] sebagai hasil transformasi elementer dari

[A]. Kita dapat mencari [A] dengan cara mencari invers dari transformasi elementer

tersebut.
Contoh :
2 1 0
Misalkan: [B] = Hx™ ([A] = |4 11 2
1 0 1
2 1 0
Maka: [A]= |4 11 2| = Hy®'[B]
-1 -1 1
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Jadi:

Invers suatu transformasi elementer juga suatu transformasi elementer. Dapat

dirumuskan sebagai berikut:

a. [A] = H;* [B] H;; [B]
b. [Al = Ky [B] Kij [B]
-1
c. [Al = H® [B] = H[B]
d. [A] = K® [B] = K [B]
e. [A] = H® " [B] Hy™ [B]
f.[Al = K® [B] =Ky [B]
Contoh:
1211
a. Kalau [B] = HxW[A] = |2 1 4 2}
0 3 1 2
B 1 2 11
maka [A] = Hx® [B] = HxP[B] = |2 -2 3 0‘
0 3 1 2
2 1
b. Kalau [A] = Hs* [B] = |1 3‘
8 16
. 2 1
maka [B] = Hs® [A] = Hs™ [A] = |1 3}
2 4

1.7 Matriks Ekivalen

Dua [A] dan [B] disebut ekivalen [A]~[B] apabila salah satunya dapat

diperoleh dari yang lain dengan transformasi-transformasi elementer terhadap baris
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dan atau kolom. Kalau transformasi-transformasi elementernya hanya pada baris
saja, dikatakan ekivalen baris, Kalau transformasi-transformasi elementernya hanya

pada kolom saja, dikatakan ekivalen kolom.

Contoh :

410]

a [A]=[2 ) 1] dan B1=[3 5 7

[A] adalah ekivalen baris dengan [B]

Karena : [B] = Hy» [A]

b.[a1=[; ) 2 )] dn B1=[3 o 3 Y]

4 1 3 2

[A] adalah ekivalen dengan [B]

Karena:
e 92 Y-reR g 2 1)
lé (1) 32 —12]_' K“(Z)E (i g él_

¥y |
—_
w
S
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1.8 Latihan Soal
Kerjakan soal-soal berikut:

1. Diketahui matriks sebagai berikut.

4 0 1 5
[Al= -2 5 7 4}
3 8 -1 7
Tentukan:
a. Ordo [A]

b. Elemen-elemen pada kolom ketiga [A]

c. Nilai dari ay; dan a,

2. Diketahui:
_[Br 2 v [4+8 2
A= 4 —5q] d“"“ﬂ‘[ 4 30J

Jika [A] =[B], tentukan nilai p + q
3. Diketahui kesamaan matriks berikut:
[ 5 2 3 J
2a 2 ab

Tentukan nilaia+b +c

b 3

4. Tentukan matriks transpose dari matrik-matrik berikut.

_I5 2a 3
a DI=[) 3 dJ
1 3 1
b. [Q] = [2 4 5}
0 7 6
5. Diketahui.
1 3 1
. 3 —2x 2
[Kl=12 4 5} du!]il_]:[4 _ 6
0 7 6 XY
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Jika [K] = [L]", tentukan nilai x dan y yang memenuhi persamaan berikut.

. Diketahui.
2 210 -7 210
[A]:|4 1 3 2} dn [B]=|3 4 o0 2‘
-1 2 0 2 5 2 1 5
Tentukan:
a. 3[A] c. 3[A]-[B]
b. [A] + 2[B] d. 3[B]-2[A]
. Diketahui.
i) o]
Tentukan:
a. [A][B] f. Hipp[A]
b. [A]" 9. Ko [B]
c. [B]" h. Hx™[B]
d. {[Al[B]}' i. K [A]
e. [B]'[A]" j. Ha®M [B]

. Carilah harga x.y, z dan u bia;

2 M el A I MY
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BAB I
DETERMINAN

2.1 Pengertian Determinan

Determinan adalah sekumpulan elemen-elemen atau bilangan-bilangan yang

disusun dalam deretan baris dan deretan kolom dimana banyakya deretan baris sama

dengan banyaknya deretan kolom dan mempunyai suatu harga.

Dan biasanya dilambangkan dengan dua buah garis tegak.

Contoh:

Dimana:

2.2

|a11 Qi3 - - Qi

3y Oz .« . Oyn
|A| = .

ﬂnl ﬂni’_ ' . ﬂuu

Elemen-elemen yang mendatar adalah elemen baris sedangkan elemen-
elemen vertikal adalah elemen kolom.
Jika banyaknya elemen baris m buah, banyaknya elemen kolom n buah

maka determinan A dikatakan berderajat m x n (berordo m x n).

EI!'

§ elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j

@, = ¢lemen pada baris ke-1 dan kolom ke-2

Menentukan Harga Determinan

a. Determinan matriks berordo 2 x 2

Misalkan | A] adalah matriks persegi berordo 2 x 2 sebagai berikut:

1q4 "112J
flay Hpz

A= |
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Determinan dari [A] didefinisikan sebagai selisih antara hasil kali elemen-
elemen pada diagonal utama dengan hasil kali elemen-elemen pada diagonal
sekunder.

Determinan dari [A] dinotasikan dengan det A atau |A|. Berdasarkan

definisi determinan, diperoieh determinan dari [A] sebagai berikut.

@y HAyz
Det A= |A| = ‘
1Al fpq gz
= (@ X ayz )~ (@3 X azy)
Contoh:

Tentukan nilai determinan dari matriks-matriks berileut.

m=fy ol e E=[f

3 8
Jawab:
_ 11 2
detA = A = |3 3|
= (1x8)-(2x3)
= 8-6
= 2
_ _ 4 2
detB =Bl = | ”4|
= @AxE4))-2xE7)
= — 16— (- 14)

= _2
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b. Determinan matriks berordo 3 x 3

Misalkan [ A] adalah mairiks persegi berordo 3 x 3 sebagai berikut:

[A] =

17 3 ﬂ]ﬂ

Untuk mencari nilai determinan dari [A] yang berordo 3 x 3, digunakan

Metode Sarrus. Adapun langkah-langkah Metode Sarrus adalah sebagai
berikut:

1)

2)

3)

4)

Salin kembali kolom pertama dan kolom kedua dari matriks A kemudian
diletakkan di sebelah kanan kolom ketiga,

Atau salin kembali kolom kedua dan kolom ketiga dari matriks A
kemudian diletakkan di sebelah kiri kolom pertama.

Atau salin kembali baris pertama dan baris kedua dari matriks A
kemudian diletakkan di sebelah bawah baris ketiga,

Atau salin kembali baris kedua dan baris ketiga dari matriks A kemudian

diletakkan di sebelah atas baris pertama.

Hitung jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal utama dan
diagonal lain yang sejajar dengan diagonal utama. Nyatakan jumlah

tersebut sebagai D;.

Hitung jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal sekunder dan
diagonal lain yang sejajar dengan diagonal sekunder. Nyatakan jumlah

tersebut sebagai D».

Determinan dari matriks A adalah pengurangan D; oleh D,, maka:
det A = D;-D,
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Berdasarkan langkah-langkah Metode Sarrus, diperoleh determinan dari [A]

sebagai berikut:

detA=|A| =
1y Oy Oq3
Iy Oz Hag
= |d31 dgzz d33
@y G Gz Q9 g2
= + D922 @23 Gy Gz
@3y 33 dgy d3p dyz
Dimana:

D1 = (@yy.@y0. @gy) + ( @yg.8y4. @y )+ ( @yg.054. Qg3 )

Dy = (ayq.0y5. Ggy) +( Ay5.053. Q33) +( 015055 A33)

Sehingga:

det A=|A| = D;—D;

[(ayy-ap5. asz) +(ay5.055. Az ) +( ay5.05,. a33) | -

[(ayg.ayy. aszy) +( ayq.0y5. @3) +( Qy5.051. 33) |

= (@y1.Q55. Az3) + ( Q13.Q55. Q31 ) + ( G13.Q21. A33) —

(@y3.@55. @31) = ( @11.853. Q33) = ( @y5.855. Ay3)



35

Contoh:

Tentukan nilai determinan dari matriks berikut.

-1 2 5
[Al=14 -3 1
0 2 3
Jawab:
-1 2 5
detA=|Al = |4 -3 1
0 2 3

[((D)x(3)x3)+(2x1x0)+(Bx4x2)]-

[GX(-3)x0)+((-1))x1x2)+((2x4x3)]

[9+0+40]-[-0-2+24]

49 — 22

= 27

c. Determinan matriks berordo lebih besar atau sama dengan 3 x 3
(=23x3)
Untuk menghitung determinan matriks berordo lebih besar atau sama
dengan 3 x 3 (> 3 x 3) dipergunakan ekspansi atau pembubaran menurut

elemen baris atau elemen kolom.
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1) Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen baris maka:
n i+]
Al = (-1 ay - M
j=1

2) Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen kolom maka:

i+

|Al = Zm‘,(—l) ajj. Mj;

i=1

Dimana:
a;; = elemen dari matriks A yang terletak pada baris ke-i dan
kolom ke-j

Mij = minor (determinan sisa apabila baris ke-i dan kolom ke-j
dihilangkan).

Berdasarkan langkah-langkah diatas diperoleh determinan dari [A] sebagai
berikut:

Misalkan [A] adalah mairiks persegiberordo 4 x 4 sebagai berikut:

gy gz 93 g4
[A] = Bz Qzz Ozz gy
A3y O3z O3z @34



Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen baris pertama maka:

n i+]
Z (-1 ay M
j-1

4 1+
Z (-1) flyf My
j=1

= DM ay M+ DM a, . My +
(_1}”3 "IIE-MIJ + (_1,1[.-4-514 . My

|A] =
= ay, Mp
Dimana:
Qo
My = |3z
faz
171
Mz = |d3q
flay

— ;. Mp + a5 M3

(L)
3z

@24
Q34

@y - M
Iz (Ip3
My = |az; das
gy Hyz
Q21 Qaz
My = |az; dzz
gy Hyz

(L
Q34

Qas
33

Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen kolom kedua maka:

Al = > (1)
= 26D

i=1

EI”- : Mij

ap  Mi



= —ag Mp toay, Mz

Dimana:
zy Q3
My = |37 @i
gy a3
11 g3
Msy = |@21 @33
gy Haz
Contoh :

(25 )

ay, .Mz +

Mz =

M

a. Tentukan nilai determinan dari matriks berikut.

-1 2 5
Al=]4 -3 1
0 2 3

Jawab:

Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen baris pertama maka:

n i+]

Al = Y (-1) ;.M

j=1

4 1+
Z (-1) (. M
j=1

(- 1)1+2 sy Mp t (- 1)2+2 clys Mn +

CM g Mo+ DY ay, . Me

gy - My
g g3 g
Q31 933 Qag
Qg Qg3 Q44
Q1 Qg3 Qg4
fp; Qa3 Hz4
fyy Hyz Hag
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= D" ay My + CD"an M+ CD™a M

- fqy I'VIH - {112_M|j + ﬂ13.M|1
-3 1 4 1 4 =3
= -1 —F
‘2 :i| i} 3| I 5‘{] 2|
= 1(-9-2)-2(12-0) + 5(8-0)
= ~1(-11) — 2(12) + 5(8)
= 11 - 24 + 40

= 27

b. Tentukan nilai determinan dari matriks berikut.

4 -2 3
_11 0o -3
(Al = 9 10 2
4 2 =3 5
Jawab:

Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen kolom keempat

maka:

m i+

DD ay .My

i=1

|Al

4 i+4
z (<) a;y .My
i=1

(_ 1)1+4 ) ﬂ.]q_, M|.1 + (_ 1)2+4 ) ﬂ24 : M—I'A +

S 0 ot Gaq My + (- 1)4+4 gy - My

Tag. M4 Y oy, M4 T B3 Mae g Mg
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1 0 -3 4 -2 3 4 -2 3
= -5(9 10 2 +1|9 10 2| —-8f1 0 -3
4 2 -3 4 2 =3 4 2 -3
4 -2 3
511 0 -3
9 10 2

_5(32) + 1(-272) - 8(48) + 5(208)

—160 — 272 — 384 + 1040

224

2.3. Sifat — Sifat Determinan.

1) Jika suatu determinan salah satu elemen baris atau elemen kolomnya

mempunyai elemen nol semua, maka harga determinannya sama dengan

nol.
Contoh :
0 0 0
[A] = |’~'121 Azz ﬂzs‘
Q31 Q3z Hy3
Maka:

0. My; — 0. My + 0. My3

=0

2) Jika suatu determinan elemen — elemen barisnya ditukarkan menjadi elemen
kolom yang bersesuaian atau ditransposkan maka harga determinannya
tidak berubah.
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Contoh :
Tl = 1
@yy- My — @yp. Myz + ag3. Mz
- > T
[A] = [A]" =
Az Qg Oz Oz fzy Gy
11 — @z + a3
3z O3af a3y Qs3 I3q G3z
Maka:
|Al = @y (@22833 — G3037) — @42 (Ap1033 — Gya0yy) +
= il [ P P ey
13 Qg1 @3 — Qy07,) .My
+
Ay1- My - @gz. Mz + ag3. My
= Iﬂzz Q3z| 5 Jﬂzl H'_‘ll b o | B2 ﬂ-]l\
AT| = "Hlazz  dgaf 12 {ayy as3 Hlagg agp

(11 (Agzllyz — Q3a@33) — Gz (A0 — G3q0dy3) +

a Lé.ll3 (A3 — A390y3)
&l

3) Jika dalam suatu determinan dua baris atau dua kolom ditukar
tempatnya maka harga determinan baru sama dengan negatip harga

determinan yang lama.

4) Jika dua baris atau kolom dalam satu determinan mempunyai elemen-
elemen yang sama (identik) maka harga determinannya sama dengan
nol.
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6)

7)
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Bila setiap elemen dari satu baris atau kolom dalam satu determinan
digandakan dengan suatu konstanta k, maka harga determinan baru

sama dengan k kali harga determinan lama.

Bila elemen — elemen yang bersesuaian dari 2 baris atau kolom dalam
satu determinan adalah sebanding maka harga determinannya sama

dengan nol.

Bila setiap elemen dari suatu baris atau kolom dalam suatu
determinan merupakan penjumlahan dua suku maka bentuk
determinan baru dapat dinyatakan dalam penjumlahan dua determinan
yang elemen-elemennya merupakan pemisah dari dua suku pada baris
atau kolom tersebut, sedangkan elemen-elemennya sama dengan

elemen determinan semula.

Contoh :
B]:[j?-iJ_ _Ziﬁ EA
Maka :
Bl = |4 __24| ~ 16— (-14) = -2
Bl = —28++21 &)
=5 Sl 2 7
-8 —4 1 —4

[-8-(-16)] + [-8 - 2]

[8] + [-10]

= -2
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8) Bila setiap elemen dari suatu baris atau kolom setelah digandakan
dengan konstanta k, kemudian ditambahkan pada tiap baris atau
kolom yang lain dalam determinan itu maka harga determinannya
tidak berubah.

TUGAS 1.

Diskusikan dengan teman anda.

1. Coba buktikan sifat-sifat determinan nomor 3, 4, 5, 6 dan 8.

2. Diketahui:

-1 0 5 —1 2 5

[A]:401l, [B] =14 -3 1
-2 0 3 0 2 3
-1 2 2 B8 —6 2

[Cl=]4 -3 —3} [D] = |4 -3 1}
6 8 8 4 2 3

Hitung:

e. |A]

f. |Bl

g |B|

h. |Kia[B]l

i. |C|

i |Hue[B]|

k. |DJ

I |Hyy (Bl

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?
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2.4 Latihan Soal.

Tentukan determinan dari matriks dibawabh ini:

3 5 2
1. [A]=1]3 5 =2
10 15 6
5 2 0 -3
10 7 5 2
2 Bl= 15 ¢ 3 33
-3 -1 4 1
5 15 2 -3
1-3 9 1 o
3. [ICT = 2 6 3 -3
4 12 4 1
[1 2 3 4 5]
-3 9 1 0 6
4, [Dl=.2 2 3 -3 7
l4 10 4 1 ZJ
2 -4 6 8 10
1 3 2 4 5 6
-39 1 0 6 6
12 2 3 =3 7 &6
5 [E] = 4 10 4 1 2 6
2 6 4 8 10 12
L2 6 -4 8 10 12
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BAB 11l INVERS
MATRIKS

3.1 Pengertian Invers Matriks

Pada aljabar bilangan, kita telah mengenal bahwa jika suatu bilangan dikalikan
dengan inversnya maka akan diperoleh unsur identitas. Begitu pula dalam matriks,
jika suatu matriks apabila dikalikan dengan inversnya maka akan diperoleh matriks

identitas. Supaya kita lebih memahami pernyataan tersebut, pelajari ilustrasi berikut.

Misalkan:

ar=[} 2 @ m=[° 7

4 3 3
Maka:
e =2 00 P -losh et Y

Karena perkalian antara matriks A dengan matriks B menghasilkan matriks
identitas [I] maka dapat kita simpulkan bahwa matriks A dan matriks B saling invers.
Hal ini berarti matriks B merupakan matriks invers dari matriks A ditulis [B] = [A™]
atau sebaliknya matriks A merupakan matriks invers dari matriks B ditulis [A] =
[B™]. Dengan demikian kita dapat menyatakan sebagai berikut:

Jika [A] dan [B] adalah dua matriks persegi yang berordo sama dan memenuhi
persamaan [A] [B] = [B] [A] = [I] maka matriks A adalah matriks invers dari matriks
B atau matriks B adalah matriks invers dari matriks A.

3.2 Menentukan Invers Matriks

Sebelum kita mempelajari invers matriks ada konsep yang harus kita pahami

terlebih dahulu yaitu matriks minor, matriks kofaktor dan adjoin matriks.
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d. Matriks Minor

Misalkan diketahui suatu matriks A sebagai berikut:

@iy gz« gy

ftz; Qg Aan
[Al=] ° _

'Irrl 1 ﬂ.rrt:.’_ ' 'I.rm:

Di bab 2 kita sudah mempelajari cara mencari minor suatu matriks.

Sehingga matriks minor dari matriks A adalah sebagai berikut:

Ml] Ml.? ¥ Mlﬂ

[M] — M].’.l MEE ¥ Mzri:

Mml M.rrl?_ . M
e. Matriks Kofaktor

Jika Mj; merupakan minor ke-ij dari matriks A maka kofaktor (Kj) adalah
hasil perkalian (-1)"*! dengan elemen minor Mi;.

Dengan demikian, Kj; = (1) . Mij
Sehingga matriks kofaktor dari matriks A adalah sebagai berikut:

Kll Ki:.f ! Kl.rl
[K] — KZI K.r.’.-! . KZPE

Km‘; K..rr.'.’_ L Kﬂlrl
f. Adjoin Matriks

Jika matriks kofaktor dari matriks A tersebut di transposkan, maka didapat

matriks baru yang disebut sebagai adjoin matriks A.
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Sehingga adjoin matriks A adalah sebagai berikut:

Kll KZJ. J KIHI
Adi[A] = [K]T = |fz Ko Koo

Setelah kita mempelajari matriks minor, matriks kofaktor dan adjoin matriks,

mari Kita sekarang menentukan invers matriks. Invers matriks dapat ditentukan

dengan cara:

1. Dengan rumus yaitu:

i adj [A]
A= A
Dimana:
[AY] = invers matriks A
adj [A] = adjoin matriks A
|A] = determinan matriks A
#0
Contoh:

Tentukan invers matriks dibawah:

o w=[}

)
b. [B]=|2 4 —3}
3 6 -5
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Jawab:
3 2
a [Al = [} 3
. adj [A]
Al =
[A7] Al
Dimana:
_ My Mgy 3 4
(M] T My, Mzz] [2
_ K RIE]_ M4 ’M12]= 3 —4
K] - [KZI Kz =My My, [—2 3
: _ o [Kii Ku]l _ 13 -2
adiAl = KT = [Ku Kzz] B [—4 3]
|A] = 9-8 =1
Sehingga:
. adj [A]
[AY] = “Tal
[3 —3
_l4 3
1
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b. [B] ’2 4

3 6

adj [B]
[BI

B =

Dimana:

[M] =

K] =

adj [B] =

Sehingga:

BY =

2
-3
=5

[ 1 -11
0 -3

(-20-9+24) — (24~

(-5) - (-4

=1
2 =17 11
-1 11 —7}
0 3 -2

-2 -1
l——17 -11

=11 =7

_Mzi
_M:J.:z

18 - 10)

0
3“
2
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2. Dengan Metode Transpormasi atau Operasi Elementer Pada Baris atau
Kolom Matriks

Menyelesaikan invers matriks dengan metode transpormasi dilakukan
dengan cara yaitu:

a) Buat matriks yang akan dicari inversnya.

b) Buat matriks identitas dengan ukuran yang sama dengan matriks yang
akan dicari inversnya di sebelah kanannya.

c) Kenakan transpormasi matriks pada matriks yang akan dicari
inversnya dan pada matriks identitas yang dibuat tadi sampai pada
matriks yang akan dicari inversnya menjadi matriks identitas.

d) Kalau matriks yang kita akan cari inversnya sudah menjadi matriks
identitas maka matriks identitas yang disebelah kanan tadi setelah
dikenakan transpormasi matriks itu merupakan invers dari matriks

yang Kita cari.

Untuk lebih jelasnya tentukan invers matriks dibawah:

L[} Y

11 2
2. [B]=l2 4 —3}

3 6 =5

Jawab:

L[}

Mencari inversnya atau [A™] =......... ?
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Langkah:
a) Buat matriks yang akan dicari inversnya.

i 3l

b) Buat matriks identitas dikanannya.
[3 ZJ [I OJ
4 3 0 1

c) Kenakan transpormasi matiks seperti:

1. H™ ; 223 'T{;S (;J
2w~ o3[
3. HO é 2;1‘3: ij 0

4 HS ] 2] i _32J

d) Jadi invers matiksnya:

[A7] = [—34 _32J

11 2
2. [B]=|2 4 —3‘

3 6 =5

Mencari inversnyaatau [B%] =........... ?



Langkah:

a) Buat matriks yang akan dicari inversnya.

11 2
|2 ! _3}
3 6 =5
b) Buat matriks identitas dikanannya.
11 2 100
2 4 -3 0 1 0
3 6 =5 0 0 1
¢) Kenakan transpormasi matriks seperti:

11 2
1. HY 5 |2 4 -—3]
3 6 -5

L1 2
2. Ha? - o 2 —7‘
3 6 -5
1 2
3. Ha®® — o 2 —7}
0 3 —11
11 2
4. HM S o 1 =772
0 3 —11]
12
5. Hp™®  — |01 =772
0 0 —1/2]
112
6. H{? — o 1 =772
0 0 1
10 11/27
7. HtY — Joo1 -7/2
) 0 1 |
0
1
0

1
8. H13(_11/2) — |D

_ o O
—

S R O o R O
= O

= o O

0 0
1/2 0

0 0
1/2 0
—3/2 1]

—-1/2 0
1/2 0

1/2 0

-17 11‘
3 -2
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0 0 2 —-17 11
9. Hx™ — o 1 0 -1 11 -7

0 3 -2

d) Jadi invers matriksnya:

2 —-17 11
B =[-1 11 -7
0 3 =2

3.3 Latihan Soal
1. Tentukan apakah matriks-matriks dibawah ini memiliki invers:

a A= 7]

b Bl=[" ?

. [C]:_—E 3J

10 6
-1 4 2
d. Dl=|2 -7 6
-3 5 -8

2. Tentukan invers dari matriks dibawah ini:

a. [E1=]"3 7

T l-2 3
3 5 2
b. [Fl=|3 5 —2‘
0 15 6
5 2 0 -3
10 7 5 2
¢ Gl=1, ¢ 3 33
3 -1 4 1
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5 15 2 -3
-3 9 1 0
2 6 3 -3
4 12 4 1

d. [H] = [
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BAB IV
SISTEM PERSAMAAN LINEAR
4.1 Pengertian Sistem Persamaan Linear

Sistem persamaan linear adalah suatu sistem persamaan yang peubah-
peubahnya atau variabel-variabelnya berpangkat satu. Sistem persamaan linear dapat
terdiri dari dua atau lebih variabel.

Bentuk umum dari sistem persamaan linear dengan tiga persamaan dan tiga variabel

yang belum diketahui adalah sebagai berikut:

Ay x + by + ¢,z

Il
=
1

Qzx + by + 22 = k3
Qyx + byy + 2 = ky
dengana, b,cdank ¢R

Dalam sistem persamaan linear besarnya variabel yang belum diketahui bisa
dicari dengan syarat banyaknya variabel yang belum diketahui harus sama dengan

jumlah persamaan linearnya.

Sehingga sistem persamaan linear dengan n buah persamaan dan n buah
bilangan yang belum diketahui bisa diselesaikan dengan berbagai metode seperti:
metode grafik, metode eleminasi, metode substitusi, metode eleminasi Gauss, metode

operasi baris elemen, metode Cramer (determinan) dan metode invers.

Pada pembahasan kali ini kita akan menggunakan empat metode untuk
menentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear yaitu metode eleminasi
Gauss, metode operasi baris elemen, metode Cramer (determinan) dan metode invers

matriks.
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4.2 Metode Eliminasi Gauss

Metode ini lebih dikenal dengan metode substitusi balik (back substitution).
Metode ini memecahkan sistem persamaan linear dengan mereduksi matriks yang
diperbesar menjadi bentuk eselon baris.

Sehingga langkah-langkah untuk menyelesaikan sistem persamaan linear

dengan metode eleminasi Gauss adalah:

e) Rubah ke dalam bentuk matriks yang diperbesar.

f) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari
matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks segi tiga atas atau matriks
segitiga bawah.

g) Kembalikan dalam bentuk matriks.

h) Kembalikan ke dalam bentuk sistem persamaan linear.

1) Substitusikan nilai variabel yang telah didapat ke persamaan liniar yang
lainnya.

Contoh:

Tentukan besarnya nilai x, y dan z dari sistem persamaan linear:

X+ y+22=9

2x + 4y — 3z =1
3X + 6y —52 =0
Langkah:

a) Rubah dalam bentuk matriks yang diperbesar.

245 3] (3]

e

11 2 :9
IZ 4 -3: 1}
3 6 =5: 0
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b) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari

matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks segi tiga atas.

11 2:09
1. HOM ’2 4 -3 1}
3 6 =5: 0
{1 2: 9
2. Hx? Io 2 -7 —17‘
3 6 =5: 0
11 2 9
3. Hu® - D2 -7 : —17}
0 3 —11: —27
11 2 : 9
4. HY? 0 1 —=7/2: —17/2
0 3 —11 : 27
1 1 2 9
5. Hp™® — D1 —=7/2: —17/2
0 0 —1/2: 3/2

1t 1 2 : 9
6. H? — |:) 1 -7/2: —17/2}

c) Kembalikan dalam bentuk matiiks.
11 2 x- 9

0 1 —7/2} y| = |—17/2}

0 0 1 z 3

d) Kembalikan dalam bentuk sistem persamaan linear.
X+ y+2z =9
y — 72z = —17/2
z 3
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e) Substitusikan nilai variabel yang telah didapat ke persamaan linear yang
lainnya.

Dengan mensubstitusikan nilai z=3 maka nilaiy =2 dan x = 1

4.3 Metode Operasi Baris Elemen

Metode ini agak mirip dengan metode eleminasi Gauss, hamun transpormasi
pada baris dan kolom sampai terbentuk matriks identitas.
Sehingga langkah-langkah untuk menyelesaikan sistem persamaan linear dengan
metode operasi baris elemen adalah:

a) Rubah ke dalam bentuk matriks yang diperbesar.

b) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari

matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks identitas.
¢) Kembalikan dalam bentuk matriks.
d) Kembalikan ke dalam bentuk sistem persamaan linear.

e) Tentukan nilai variabel.

Contoh:
Tentukan besarnya nilai x, y dan z dari sistem persamaan linear:
X+ y+22=9
2X + 4y — 32 =1
3X + 6y —52 =0

Langkah:

a) ulbah dalam bentuk matriks yang dipeibesar.

11 2 X- 9
f ool B
3 6 =5 Z 0
11 2 9
IZ 4 -3 1}
3 6 =5: 0
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b) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari

matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks identitas.

1. H"YY -
2. Hxn® —
3. Ha® —

4. HM

5. H32(_3) —
6. H? —
7. H™Y -

8. Hx™ —

9. Hyu2 _,

o N

N

N

=

=

(U

11/2 :
—7/2 ¢

11/2 :

772 :
-1/2 :

9
—17/2‘
27

9
—17/2‘
3/2

9
—17/2‘

35,2
—17/2}

35/2‘
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¢) Kembalikan dalam bent k matriks.
10 0 X 1
0 1 0‘ {yl = [2}
D 0 1 Z 3

d) Kembalikan dalam bentuk sistem persamaan linear.

Xx=1
y=2
zZ=3

e) Tentukan nilai variabel.

Maka nilaix=1, y=2 dan z=3.

4.4 Metode Cramer
Metode ini sering disebut dengan metode determinan. Metode ini bisa
dipergunakan untuk mencari variabel yang belum diketahui dalam sistem persamaan

linear dengan n buah persamaan dan n buah variabel yang belum diketahui.

Misal:
Sistem persamaan linear dengan tiga persamaan dan tiga variabel yang belum

diketa wui adalah sebagai berikut:

Hil-xl + {112.362 + :113-1'3 -_ rrfj_
I:IEJ.-J:]_ <+ ﬂ.gz.lz‘" [133,1'3 — kz
'].'-11..1'1 + ﬂﬂz.xz + HH.IH = 'k_'-ln

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam centuk matriks:

13 @33 GOy X ke
Az dzz O3 Xz| = |k2
@33 @3z Ayz ) [Xx3) k-

[A] [X] = [K]
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Dimana:

i Q3 Qg3
[A] = |Gz1 Qpz Q3

[K] =
Pandang: ky
]
[A] = Ky
Maka:
|A] =

@y Oz 3

1 @2z Qg3

3y Q3z Hy3]
Sesuai dengan sifat determinan no 5 (lihat sifat-sifat determinan pada Bab II)
yaitu, hila setiap elemen dari satu baris atau kolom dalam satu determinan

[ A1z 3
digandakan detgét]g sqéty k§]g§t%nta k atau x;, maka harga determinan baru sama

dengan x, kali hdrga détermifian!lama.

Maka;

QX Ay @3
g X1 Ugz O3
fy; Xy gy O3

= |Al.x

Sesuai dengan sifat determinan no 8 yaitu, bila setiap elemen dari suatu baris

atau kolom setelah digandakan dengan konstanta x, atau x., kemudian ditambahkan
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pada tiap baris atau kolom yang lain dalam determinan itu maka harga
determinannya tidik berubah,
Maka:

Ay Xy + Q33 X3 tz M3

01 Xy Qo Xz Q2 Oz3 = [A].x
3 Xy + a3 Xz 3z Q33

-

Qg % + QX + gy Xy djp i3
Ap1 X7 + @2 Xz + Ap3X3  dpz O3 = |A|.xy
Q31 Xy + Q33 X3 + A33 X3 dyy gl
|A].
ky a;; g3
ka app azl = | a|.x%
ky az; ooy
5 = |
1 2 [ =] %1
Ayl

Dengan cara yang sama akan diperolem

| &l | Al

X, = T dan  xy = —

E | A 3 Al

Dengan:
17 i g3 a;; ky ags
| A| = |8z Gz Uy | Ayl = [azy k2 aps
Q31 Gz Qza| Ay, K3 aay
|A = |A =

kl iy 13 i3 Qqz f(i
1 ky az; ax al Ay Gy Ky

ky @iz asy A3y 3z Ky
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Sehingga untuk sistem persamaan linear dengan n buah persamaan dan n buah

variabel yang belum diketahui, dengan metode Cramer dapat di dirumuskan:

A .
Xp = Tt dengan i=1.23,.......... ,n
| Al

Contoh :
Tentukan besarnya nilai w, X, y dan z dari sistem persamaan linear:
1. 2x + 3y = 28
3y + 4z = 46
4z + 5x = 53

2. 4w — 2x + 3y + 5z = 25
w- 3y + z=14

10x + 2y + 8z = 101

4w + 2x — 3y + 5z = 53

+

ow

Jawab:

1. 2x + 3y = 28
3y + 4z = 46

53

4z + 5x

Sempurnakan sistem persamaan linearnya:

2x + 3y + 0 = 28
46
53

0+ 3y + 4z

5 + 0 + 4z

Rubahb sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

2 3 0 X - 28
[0 3 4} {}'l = |46‘
5 0 4 Z 53

[A] [X] = [K]



Dimana:
[A]
[X]
[K]
Pandang:
[A]
Maka:
|A|
| Ayl
| Azl
| Ayl =
Maka :
x =
}J’ — —

oL

o wRuWw

2

1
]

|
o

[#3 ]

z

>

28 3
46 3
53 0 4

28

3
3
0

[\

NN
—

S O

o

28
46
53

420
84

504

84

558
84

1

LN

i

(24 +60+0)—(0+0+0)= 84

(336 + 636 +0) — (0+0 +552) = 420

(368 + 560 + 0) — (0 + 424 +0) = 504

(318+690+0) — (420+0+0) = 558

64



4w — 2x + 3y + 52 = 25
w- 3y + z=14

Ow + 10x + 2y + 8z = 101
4w + 2x — 3y + 5z = 53

Sempurnakan sistem persamaan linearnya:

Aw — 2x + 3y + 5z = 25
w+ 0 -3y + z =14
9w + 10x + 2y + 8z = 101
4w + 2x — 3y + 5z = 53

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

4 =2 3 5 w 25
1 0 -3 1| [x| _ |14
9 10 2 8 ¥ 101
4 2 -3 5 Z 53
[A] [X] = [K]
Dimana:
4 =2 3 5
_ 1 0 -3 1
(Al = 9 10 2 8
4 2 =3 5
w
X
X =
[X] 5
.
25
_ 14
(K] = 101

53

65
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Pandang:
4 -2 3 5
|1t 0o -3 1
LAl = 9 10 2 8
4 2 -3 5
Maka:
4 -2 3 5
1ap =1 0 73 1) 468)+2(38) +3(12) 5(32) = 224
9 10 2 8
4 2 -3 5
lA 25 —2 3 5
14 0 -3 1| _ - _
S 10 2 8 25(68) + 2(310) + 3(148) — 5(508) = 224
5

|A= 53 2 -3

4 25 3 5
1 14 -3 1| _ - o ef _
S 101 2 & 4(310) — 25(38) + 3(-28) — 5(-138) = 896
4 53 -3 5
4 -2 25 5
|t o 14 1f _ : - _
1A= |5 {0 101 8 4(-148) + 2(—28) + 25(12) -5(20) = —448
4 2 53 5
4 -2 3 25
|10 -3 14| _ - _
1A=y 10 2 101 4(508) + 2(138) + 3(20) —25(32) = 1568
4 2 -3 53
Maka :
T Py
W [ A 224
| Al _ 896
x = —_— = — — —s
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_ lagl _ 448
Y Al 224
A _ 1568
P = —e— = — =
Al 224

45 Metode Invers Matriks

Metode ini bisa dipergunakan untuk mencari variabel yang belum diketahui
dalam sistem persamaan linear dengan n buah persamaan dan n buah variabel yang
belum diketahui.

Misal:

Sistem persamaan linear dengan tiga persamaan dan tiga variabel yang belum
diketaui adalah sebagai berikur:

Hil.-x1+ Qyp. X3 + Qq3.X3 = -rf*l
1.%7 + Upp. X3 + Ou3.%5 = K,
']31..1'1 + dyu. Xz + Ryq. Xy = ||rl:_-__|_

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

@1p G2 Oy X1 key

A1 @z Qa3 X| = |k

@31 Q3z Qzal]l LX3) k-
[A] [X] = [K]

Ruas kiri dan ruas kanan sama-sama dikalikan dengan invers matrik A, maka:

[A] [AT'][X] = [A7'] [K]
[11 (X1 = [A'] [K]
[X] = [A™'] [K]

[X] = [A7'] [K]



Dimana:

iy Q3 gz
[A] = |az @z ap;

X
[X] = |x2]
Xa

key
if\#er;i matrik A
Ky

>
1

—

]

|—
I

matrik identitas, dengan ukuran sama dengan matriks A

Contoh :

Tentukan besarnya nilai X, y dan z dari sistem persamaan linear:

1. 3x + 2y =20

4x + 3y = 25

2. X+ y+22=9
2X + 4y — 32 =1
3X + 6y —52=0

Jawab:

1. 3x +2y =20
4x + 3y = 25
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Rubah sidem persamaan [near tersebut dalam bentuk matriks:

[

[X] = [A] [K]

Dimana:
x1 =[]
a1 (32

dj [A] [3 =
14 _ adj[A] _ =4 31 3 -2
(A7) = \JM - 1 - [—4 3]
k1 =[5
Sehingga:

[Xx] = [A'] [K]

X1 _ 3 —2] 20

y —4 31 125

X1 _ 60 — 50

LY | —80 + 75 |

X - 10

LY | -5
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2.

X+ y+22=9
2x + 4y — 3z =1
3X + 6y —52=0

Rubabh sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

1 1 2 %X 9
HENAR
3 6 =5 z 0

[A] [X] = [K]

Dengan metode invers matriks dapat dirumuskan:

Dimana:

.
-]
1 1 2
|2 4 —3}
3 6 =5

-2 17 -11
o 1 -11 ?_J 5
H =
(A= 24B Lo -3 2 _[

>
I

IB| = =1

H

~
1

Sehingga:

=17 11

11
3

-7
-2

|

70
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X 2 =17 11 g
¥ = -1 11 —7‘ Il‘
Lz | 0 3 —Z 0
X r18—-17+0

¥ = -—9+11+0‘

z 0+3+4+0

q

e T
m——
1

4.6 Latihan Soal
Selesaikan sistem persamaan linear di bawah ini dengan metode eleminasi

Gauss, operasi baris elemen, metode Cramer dan invers matriks.

1) 3x + by — 22 =5
10x — 3y — 2z =11

4x + 2y + 3z = 19

2) 5X1 + 2X2 — 3X4 =1
Xi—Xo+ X3 =6
2X1 + 2X, + 3X3 — 33Xy, = -5

73X17X2+4X3+X4=71

3) 3y + 9x = 12

X+y=-8



4) X+Y+Z2=0

5)

6)

X+3Z+Y =2

2X - 3Y -5 =38

2y —-3x—-2z-10=0

3z-2y+12 =-5X

IX+4y—7=20-52

Diketahui:

Tentukan [C] sehingga [A] [C]
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